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~0

3. U'6evid. Como u//lv, temos ©°=+v° Dad,
~ -0 .V |U|_, . A
|a|a =i|u|ﬁ ou sga, U= +ﬁv Assm, se U e V tém mesmo
Y Y
~_|a]. A : L.
sentido podemos escrever U = Qv. Ese U e vV tém sentidos contrarios
V]

ul.
temos U = gv

V]

Por outro lado, suponhamos que podemos escrever Uicomo combinagdo
linear de v, ou sgja, u=tV. Pela definicdo de produto de um ndmero
real por vetor, temos que U eV tém a mesma direcdo, logo séo
paralelos.

—

2. Os vetores U,V e W sd0 coplanares se, e somente se, podemos
escrever um deles como combinagéo linear dos outros.

Prova: Suponhamos que U,V e W sdo coplanares, temos entdo os
Seguintes casos:

1) Um deles sendo o vetor nulo, digamos ti = 0.
Podemos escrever: U =0V + 0w .

2) Doisdelessdo paralelos, digamos u//Vv e V1! 0.
Podemos escrever: U =mv=mv + 0w, mi IR.

3) Quaisguer dois desses vetores nao paralelos.

Vamos considerar a figura ao a
onde a € um plano que contem
representantes dos vetores U,V e W.

Tomemos OA Vv, OB ue OC w . Tracemos

®
pelo ponto C uma reta paralela ao vetor OB =,
] -C gue intercepta a reta OA no ponto P. Assim

® ® ®
podemos escrever: W = OC = OP+ PC.
® ® ® ® R
Como OP//OA e PC//OB temos. w =mv +na, m,nl IR.
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Por outro lado, suponhamos que W =mv +nt, n,mi IR. Assm, pela
definicdo de adicdo de vetores, temos que U,V e W sd0 coplanares.

1.8 Dependéncia linear

Defini¢do 1: Dizemos que um vetor V € linearmente dependente, Se
V=0.

Definicado 2: Dizemos que dois vetores U e V sd0 linearmente
dependentes se eles sdo paralelos.

Definicao 3: Dizemos que trés vetores U,V e W S30 linearmente
dependentes Se eles sGo coplanares.

Definicao 4: Dizemos que mais de trés vetores do espaco (IR3), sa0
sempre linearmente dependentes.

Quando os vetores do espaco ndo S50 linearmente dependentes (LD),
dizemos que eles sdo linearmente independentes (L1).

Exemplos:

Considerando o paraelepipedo de arestas AB, AD e AE, temos:

® ® ® ®

o DABELI. 2AB+BC+CA € LD.
® ®
3)AD e AE sio LI.

® 1®
4)AB e EAB sao LD.

® ® ®
5)AB, AD e AE sdo LI..

® ® ®
6) AE, AB eDC sdo LD.

® ® ®
7)AB, AD e FF sdo LD.

® ® ® ®
8)AB, BF BC e AG sdo LD.
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Propriedades:

1. Se um vetor Vv

LI, entdo dado G// Vv, temos que existe um Unico
escalar m tal que t=m

—»

é
u

Prova: Como vV é LI, temos pelaprovadapropriedade 1 de 1.7, que
U=mv e m éunico.

—

2. Se dois vetores V4 e Vo sdo LI, entdo dado Vv coplanar com
V1 e Vo, temos que existe um Unico par de escalares (m, n), tal que
V=mvq +nvo.

Prova: Como V, Vq e V5 sdo coplanarese, V4 e Vo sdo LI, temos
pelaprovadapropriedade 2 de 1.7, que V=mvq +nvs.

Para mostrar que esses escalares sdo Unicos, vamos supor que existam
men’, taisque: v=m&y +nd,. Entdo (m- mYv, +(n- nGv,=0.
(n-n9
(m- mg
que contradiz o fato de vq e Vo serem LI. Logo, m- m¢=0, ou sgja,
m =m¢.

Se m- m¢ 0, podemos escrever Vq =- ——V,. Dai, V1//Vy, 0O

Analogamente podemos mostrar que n = nd.

3. Setrésvetores V1, Vo e V3 sd0 LI, entéo dado um vetor v qualquer,

temos que existe Unico terno de escalares (m, n, p), ta que
V=mvq+nvy +pvs.

Prova: Suponhamos que Vi, Vo e V3 Sd0 LI, temos entéo os seguintes
Casos:

=0. Podemos escrever: v =0vq +0vy +0V3.

paralelo aum dos vetores V4, Vo e Vg, digamos v // V4. Entdo
podemos escrever: v.=mvq +0vy + 0vg.

3) V coplanar com dois dos vetores V4, Vo e Vg3, digamos V,V1 e Vo
s&o coplanares. Assim temos. V. =mvq + Vo =mvq + nvo + 0Vg.

) v
) v
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4) vV ndo é coplanar com quaisquer dois dos vetores Vi, Vo e V3.
Vamos considerar a figura a seguir, onde a € o plano paralelo ao plano
OA 1A » passando pelo ponto A. Seja B é o ponto de intersegdo da reta
OA3 comoplano a.

Temos entao:
® ® ®
v=0A=0B+BA.
® ®

Como OB//v3 e BA e

coplanar com Vq e Vo, temos:
® ®
OB =pv3, BA=mvqy +nvs,.

Logo V=mvq + nvy + pvs.

Para mostrarmos que esses escalares S0 Unicos, vamos supor que
V=m®, +nv, + plvs. Entdo temos:

(m- mgvy +(n- nQv, +(p- pYv3z =0.

Se m- m¢t 0, podemos escrever:

m- m¢ 2 m- m¢

- ne _pt
vy =- g, PPy

ou sga, V1 é coplanar com Vo, e V3. O que contradiz o fato de
Vi1, Vo e Vg serem LI.Logo m- m¢=0, ou sja, m =md.

Anaogamente podemos mostrar que n =n¢e p =pd.

1.9 Base — Coordenadas de vetor

Definicio 1: Dado um vetor V LI, dizemos que {v} é uma base para o
conjunto de vetores paralelos a V.
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Definiciio 2: Dados dois vetores V4 e Vo LI, dizemos que {v4,vo} é
uma base para o conjunto de vetores coplanares com v e vV,

Definicdo 3: Dados trés vetores V; ,Vo e V3 LI, dizemos que

{Vl,VZ,Vg} ¢ uma base para o conjunto de vetores do espaco (IR3 ).

Definicao 4: Dizemos que uma base ¢ ortogonal, quando seus vetores
sd0 dois a dois ortogonais.

Definicao 5: Dizemos que uma base ¢é ortonormal, se elafor ortogonal
e Seus vetores unitarios.

Costumamos representar uma base ortonormal por {T, i, R}.

Fixada umabase {Vq,V,,V3} do espago, pela propriedade 3 de 1.8, para
todo vetor v, temos V=mvq+nv, +pv3, onde m, n e p sdo Unicos.
Dizemos que mv,nv, e pv3 S30 as componentes de vV na diregdo
dos vetores Vi ,V, e V3 , respectivamente. Os escalaresm, n € p
s80 as coordenadas de v em relacdo a base {\71, \72,\73}.

Geralmente, representamos o0 vetor vV através de suas coordenadas, ou
sgja, v =(m,n,p).

Exemplo 1:

Consideremos o cubo ao lado e fixemos a
G ® ® ®
base {AB, AC, AE} . Podemos escrever:

® ® ® ® ®
1. AB=1AB+0AC+0AE, dai AB=(1,0,0).

® ®
Anaogamente, AC=(0,,0) e AE=(0,01).

Podemos concluir entdo que, dada uma base qualquer {vq,V»,V3}, as
coordenadas desses vetores em relacdo a esta base sao:

v, =(1,0,0), v, =(01,0) e v3=(0,01).
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® ® ® ® ®
2. AF=1AB+0AC+1AE, dai AF=(1,01).

® ® ®
Observamos que se a base considerada for {AB,AE,AC}, temos
®
AF=(110).
® ® ® ® ®
3. AG=0AB+1AC+1AE,dai AG=(011).
Exemplo 2:
® ® ®

Consideremos v =(-111) em relacdo base {AB,AC,AE} do exemplo

® ® ® ®
anterior. Assim, v=- AB+ AC+ AE=AH.

Analogamente ao que foi feito para o conjunto dos vetores no espaco,
podemos fazer para conjuntos de vetores coplanares e colineares.
Assm, um vetor num conjunto de vetores coplanares tem duas
coordenadas e um vetor num conjunto de vetores colineares tem uma
coordenada.

Propriedades:

Sga {Vq, Vp, V3} uma base do espago. Consideremos os vetores
U,V e w, representados através de suas coordenadas em relacéo a esta
base.

(al, as, a3), V= ( bl’ b2, b3) e ti IR entdo:
=v U alzbl, a2:b2 e a3:b3.
V=(ag+ by, ap + by, ag + by).

Prova: @) Como U =a;V1 +asVy +agvy e V=DbyVq +byVy +bgvg,
temos:

(@1 - by)vy +(ay - by)V, +(ag - b3)vz =0
Dal,, 6:(al' bl,az' b2,a3' b3) .

Logo, aj;- by =0, ap- by, =0 eag- bz =0.

De maneiraanaloga podemos mostrar ositensb) e c).
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—

Observamos que osvetores U = (0,0,0) e V= ( byq, by, b3) sdoLD,
visto que o vetor nulo € paralelo atodo vetor do espaco.

2.Sgam U =( &g, ap, ag)e V= ( bq, by, bg) vetoresndo nulos. Os
vetorest e V sd0 LD se, esomentese, existeumt| IR ta que:

a = tbl
s = tb2
az = tbg

Prova: Se U e Vv sdo LD, entdo u// v. Como v é LI, podemos

escrever: U = t V, ousga,
a = t bl
s = t b2
az = t b3.

Por outro lado, seexiste t1 IR, tal que

a) = t bl
s = tb2
az = tbg

—

entio U=tv.Logo U// vV e portanto U eV sdoLD.

3. Trés vetores U=(a;,ap,a3), V=(by,bp,b3) € W=(cq,Ccp,C3)
S50 LD se, e somente sg,

a1 ap ag
D= bl b2 b3 = 0.
Ci1 Cz C3

Esta propriedades pode ser demonstrada através de propriedades de
determinantes.

Concluimos que se t ndo existe na propriedade 2, ou se D é diferente de
zero, na propriedade 3, temos que os vetores considerados nessas
propriedades sdo LI.



