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1.10 Sistemas de coordenadas cartesianas

Definicao 1: Um sistema de coordenadas cartesianas no espago € um
conjunto formado por um ponto O e umabase {V,,V,,V3}.

Indicamos um sistema de coordenadas cartesianas no espago por
{O’ v19 st V3} :

O ponto O é chamado origem do sistema € 0S eiXx0s que passam por O e
tem asdirecbesde v, ,v, e V3, respectivamente, séo chamados de eixo
das abscissas, eixo das ordenadas e eixo das cotas.

Consideremos um sistema de coordenadas cartesianas {O, V1,V ,,V3} e

seja P um ponto arbitrario do espaco. Chamamos coordenadas do ponto

®
P em relacdo ao sistema {O,v,,V,,V;}, as coordenadas do vetor OP,

®
ou sga, se OP=(aj,ap,a3), entdo P(a;,ay,az). Os nlmeros

a1,a»,a3 S0 denominados abscissa, ordenada e cota do ponto P,
respectivamente.

Exemplo 1: _
| I X0 dascotas
Nafiguraeolado, temos. K-
® 1 e
1. OP= v, +2v, +Vj, B
2 V3
® .. ..
ousga, oP=E 2,19 da, PE, 2,19,
e2 @ e2 a
® . . . G >
2.00=8,2,02 dai, Q&,2,02 N
e2 o e2 o
RE o Q
® ' " 1 Eixo das ordenad
3. 0R=90,0 - %9 dai, R=80,0, - %9 O R OrEnE®
© e € e Eixo das abscissas
® ~

4. 00=(0,0,0), dai O(0,0,0).
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Propriedades:

Fixado um sistema de coordenadas {O, V1,V ,,V3} edados v = (a,b,c),
P(X1,Y¥1.27) € Q(X»,Y5,2Z5), temos as seguintes propriedades:

®
1. QP=(X1 - X2,Y1- ¥2,21 - Z3).

2. P+V=A(xy +a,y; +b,z; +0C).

. . +X +Y, Zy+2Z58
3. O ponto médio de PQ é o ponto Mge(lz 2 Y17¥2 27220
é

2 2 g
Prova: 0
1. Para demonstrarmos esta propriedade,
escrevemos 0 Vetor S)P como combinagdo Q
linear dos vetores CC;>Q e CC;)P, Ou sgja, P

® ® ®
QP=- OQ+OP=(-X2,-Y2,-Z2) +(X1,Y1,21) =(X1 - X2,¥Y1- ¥Y2,21 - Z3)

2. Utilizando a definicdo de soma de um ponto O

®
com um vetor, temos que PA =V. Assm, 0
® ® ®
vetor OA=0P+PA =(x; +a,y; +b,z; +C). A
Logo, A(xq1 +a,y; +b,z; +C). <
go, A(Xy +a,yq 1+0) v A
3. Podemos demonstrar a propriedade 3
® ® ® ® 1@ M
escrevendo OM =0Q + QM =OQ+EQP.
P

® ®
Representando os vetores OQ e QP através de

suas coordenadas, obtemos:

® 1
OM =(X11Y1,21)+§(X1' X2,Y1- Y221 - Z3). o
Logo, M?<1+X2,Y1+Y2,21+229_

g 2 2 2 4
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Exemplo 2:

Consideremos o paralelogramo ABCD, onde A(1,0,2), B(L-12),

C(0,2-2) . Desgamos determinar as coordenadas dos vetores
® ®

AB e BC, dovérticeD e doponto médio de AB.

Aplicando as propriedades anteriores
temos: D

®
AB=(1-1-1- 0,2- 2)=(0,- 10),

®
BC=(-13-4),

® ® A
D=A+AD=A+BC=(0,3-2) e o ponto
meédiode AB é M(L,- 1/2,2).
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CAPITULO II — PRODUTOS

2.1 Produto escalar

Definicdo 1: Dados dois vetores U e V nao
nulos, e escolhido um ponto O qualquer,
podemosescrever: A=0+0 e B=0+V.

Chamamos 4ngulo de u e v a medida do

U
angulo AOB determinado pelas semi-retas
OA e OB. O

U
Indicamos A OB =(u,V), onde O£ (U, V)£ p.

Observemos que se (U, V) =0, os vetores U e V tém mesmo sentido e se
(U, V) =p, estes vetores tém sentidos contrarios.

Definicdo 2: Sgjam U e V vetores ndo nulos. O produto escalar de
i por v, indicado por i xv, éonudmeroreal uXxv=|ul|V]|cos(u,V).
Se um dos vetores for nulo temos u xv =0.

Exemplo 1

Considerando o quadrado seguinte, cujo lado mede 2u, temos:

® ® ® ® D C
1) ABXBC=|AB| |BC|cos90°=0.

® ® ® ® \/_
2) ABXAC=|AB| |AC|cos45°—22\/_7—4

® ® ® ® A B
3) AB>CD =|AB| |CD |cos180°= - 4.
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Defini¢ao 3: Sgjam U um vetor ndo nulo e v um vetor qualquer.

<l

u
4——

Ovetor Vv seexprime de maneiraunica naforma v=vq +V,, 0onde vq €
paraleloat e vV, éortogonal a U.

Chamamos o vetor vy, de
v v projecao de v na direcao de u.
2
4—
u Indicamos proj; Vv = vy .
V1

Interpretacao geométrica do produto escalar

Se Vv é um vetor qualquer e U um vetor unitario, entéo
Vq =projgVv = (vxu)u. De fato, como Vq//U, temos Vqi=tu. Basta
mostra que V Xt = t. Paraisso, consideremos 0s casos a seguir:

(1) u Em (1) o angulo q=(0,V) é agudo. Nesse
caso, temost > 0, e dai |vq|=|t]|Uu]|=t.

Por outro lado, como o triamgulo ABC é

retangulo em A, podemos escrever:

t=|Vq|=|V|cosq=|V||U]|cosq=Vxu.

Em (2) o angulo g=(u,v) é obtuso. ~
Nesse caso, temos t < O, e da (2 —
|V |=|t]]Uu|=-t. Além disso, o angulo
(U,V)=p- gq. Considerando entdo o
triangulo retangulo EFG, temos: E

t=-|vi|=-|V|cosq=- |V]|U]cosq=|V]|[T]|cos(p- q)=VT.
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Se 01|u], temos projgV =proj 4V =(vxu°)u®. Chamamos vxi®, a
u

medida algébrica da projecio de Vv na direcao de u e indicamos
med alg proj; V.

Exemplo 2:
Dadost?! 0, |V|=6 e (u,V)=60°, temos que:

med alg projgV =V xu° =|v||u® |cos60°= 611=3.
N 2

Dai, projgV =30° .

Exemplo 3:

Dados &' 6,|b|=8 e (&, b)=120", temos que:
med alg projzb = bxa° =| b|| &° |cos120° = 8 X132 %9:-4
é 2g
Dai, projgb = - 4&°

Propriedades do produto escalar

<
i
I
ol
<

ol
<
I

o
-
cl

>
<

|
<l
<l
<l

)= (

: ).U =
V+W)

(t U).

o  w Ddp
c
c
1
=

=

Vv + L.

1
cl

.t
U
Nas propriedades acima, U, V e W S30 vetores quaisquer, e t € um

nimero redl.

As quatro primeiras propriedades decorrem diretamente da definicdo do
produto escalar. Faremos a seguir a prova da propriedade 5.
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Se um dos vetores for nulo, a
verificagdo é imediata
Consideremos, nafiguraao 0
lado, osvetores U, V e W nédo
nuloseospontosO, A,BeC

tais que:

A=0+Vv,B=A+weC=0+0.
I nicialmente observamos que:
med alg projg (V + W) = med alg projV + med alg proj W .
Ousga, (V+wW).0° = v.O°+wW.U°.

Dai, (V+W).(|0|T°) = v.(|T[0°) + W .(|a|a°).

Pelapropriedade 1, temos: G.(V+W) = 0.V + O.W.

Expresséo cartesiana do produto escalar

—

Fixada uma base ortonormal { i, j,k} e dados os vetores U =(x1,y1,21) €
V=(X2,Y2,Z2) , temos

UV = (Xqd +y1] +29K) . (X1 +yo] +22K) =
= (XX )0 X + (XY 2)T X] +(X1Z2)1 XK + (Y1X2) ] Xi +(y1Y2)] X] + (y12Z2)] XK +
+ (21 2)k X0 +(21y2)k X] + (2122)k XK

—

Como{ i, j,k} éumabase ortonormal, seus vetores satisfazem as relacoes:

ixj=k=kx =0 e ixi=]xj=kxk=1.
Assim, aexpressdo acimasereduz a

UXv=x1Xp +y1y2 +212
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Observamos entdo que:

1) |uffP=0xa=x,° +y,° +2°. Dd, |ﬁ|:\/X12+Y12+112
2) UrVvU 0XV=x1Xp +Y1Yo +27Z2 =0, ousga,

i vU x3xp +y1yz +2123 =0

Daqui em diante, o sistema considerado sera o ortonormal, exceto quando
se explicitar o contrario.

Exemplo 4:

Dados osvetores t=(1,2,2) e v=(2,0,2), temos.

1) uxw=2+0+4=6.

2) [UEV1+4+4=49=3

.0 _1 aa 2 20
Ju=—==(122)=¢=,—,—=

TR LD EP L
4) cos(u, V) = uy 6 '2, logo, (U,V)=45°.

|U||v] 3242 2

5 u”w, sendo w=(0,2,-2), pois U>xw =0.

ORI - | A 2206 2 26

6) projz Vv =(Vvxu°)u° = 42,02) xc=,—,—=C—,—,— ==

) projaV = (v>2r) & )%333 3'3'3g
a8 226 a2 4 46
—ZQ_,_,_T—Q_,_,_T
e3 3 3g é3 3 3g

7) medagprojgVv=2.



Cossenos diretores de um vetor
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Fixada uma base ortonormal { i, j,k}, chamamos cossenos diretores de
um vetor v?! 6, 0S cossenos dos angulos que Vv forma com os vetores

desta base.

Considerando V=(x,y,2), a=(v,i), b=(v,]), e g=(v,k), temos:

—

Uxi X VX] _y vk z
cosa=——_—=—, Cosh=——=-=—"- e Ccosg=——=—.
vl (V] VIl (V] [vik] VI
oV ] _
Como V°:ﬁ, seguedai que, v°=(cosa,cosb,cosQ).
Y
Dai, cos2a+cos2b+coszg=1.

Chamamos a, b e g angulo diretores de v.

Exemplo 5:

Dados  cos(V,i)=cosa = % ,cos(V, ) =cosb=0,(V,k)  obtuso

|V|=5, temos:
1) coszgzl- cos® a - cos®b=1- % O:% . Logo, cosg=- g
0 a5/ 0
2 v=v|we =52 0. \/Ei: 2 0- ﬂ:
2 2 5 2 2 5

e



