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2.2 Produto Vetorial

Para definirmos o produto vetorial entre
dois vetores é indispensavel distinguirmos
O que sa0 bases positivas e bases
negativas. Para isso, consideremos uma
base do espago {Vq,Vy,V3} e um
observador. Este observador deve estar com

oS pés em um plano que contém
representantes de Vv, eV, (0os dois

primeiros vetores da base), de modo que
V3(o terceiro vetor da base), esteja dirigido

para 0os seus olhos. Neste plano, sgjam
® ®

OA =V e OB=Vy.
Consideremos agora, a rotagdo de menor angulo em torno de O, que torna o
vetor vq( o primeiro vetor da base)

com mesmo sentido do vetor Vo( O

segundo vetor da base). Se esta
rotacéo for no sentido contrario ao dos
ponteiros de um relogio, dizemos que
a base € positiva. Caso contrario,
dizemos que a base é negativa.
Assim, a base {V1,V5,V3}, ilustrada
ao lado, é positiva.




27

Chamamos atencéo especial do leitor para o fato de que nem sempre o
observador estd no mesmo semi-espaco que nés. Conseguentemente, o
sentido da rotacdo que ele vera é contrario ao que nods vemos. Para ilustrar
este fato, desenhe em uma folha de papel dois vetores LI com a mesma
origem e considere uma rotacdo que torna um deles com mesmo sentido do
outro. A folha de papel pode ser considerada com um plano, assim, a folha
de papel divide o espaco em dois semi-espacos. Observemos entéo gque, em
um desses semi-espagos vemos esta rotagdo com um sentido. Se mudarmos
de semi-espaco vemos esta rotacdo com um sentido contrario ao anterior.

A oObservacdo anterior €é atil  na

identificagdo de bases positivas e V2 \
negativas, quando o observador n&o esta no
mesmo semi-espago que nés. Por exemplo, \2)

i} VX

ao analizarmos abase {V,,Vq,- V3} vemos {

a rotacdo no sentido horario, porém o
observador, por estar no Ssemi-espaco
distinto do qual nos encontramos, vé esta
rotacdo no sentido anti-horario e portanto
esta base é positiva.

Exemplos

Consideremos o sistema {O, i, j,k} representado a seguir, temos que:
1. Asbases{i, j,k}, {j.k,i} e {k,i, ]} A

s30 positivas. '

S80 negativas.
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—

Definicdo: Sgjam U e V vetores ndo colineares. O produto vetorial de
i por v,indicado " v, éum vetor, tal que:
1. |a” v|=[u]|v]sen(d,v);
2. A direcdo de U~ v € ortogona aum plano que contém representantes
dosvetores t e Vv,
3. A base{u,v,u” vV} épositiva
Se U e Vv sdo colinearesentdo U~ vV =0.

Exemplo 2

Sgam U eV vetores com representantes no plano a, onde

|U|=2, |V|=+/3 e (O,V) = 30° Temos: A
ua" v

U’ V|:|u||\7|sen300:2xﬁ,>%:ﬁ

<l

e 300

<l

<l
cl

U|:|V||U|sen30°:\/§xz>°%:x/§

\4

Assm, |U” V|=|v U] , mas U" VeV U Sdo vetores opostos, como
ilustraafigura

Exemplo 3

Dada a base ortonormal positiva{i, j,k} , temos:
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Interpretacio geométrica do produto vetorial

Consideremos o paralelogramo ABCD, abaixo.

C

Sabemos que a &ea S desse

paralelogramo é:

S = base = dlturg, ou sga
®

S=|AB|*.

Do tridngulo AMD, temos:

®
h=|AD|>senq.

® ® ® ] ®
Dai segueque, |S=|AB|§AD|senq=AB” AD]|.

Observamos também que a&rea T do tridngulo ABD é&:

®, ®
1 _|AB AD|

2

Exemplo 4:

Consideremos o paralelogramo a0 lado, onde A(11,0), B(0,1,2)eC(4,1,0) ,
temos:

® ®
|AB|=|(- 10,2)|=v/5 e |AD|=|(4,0,- 2)|= 2V/5 D C
® ® ® ®
_ ABXAD _ 8 _ 4
cos(AB,AD)_W_-____
|AB| 4 AD|

sen(AB AD) - h- 18 _\/7
25 A B

Segue dai que a area S do paralelogramo ABCD &

=\/§>Q\/§xg=6u.a_
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Propriedades do produto vetorial

1.0 v=-(v" u).
2. (tv)" u=v’ (to)=t(v" u)
3.0 (v+w)=u" v+u w.

Nas propriedades acima, U,V e W S80 vetores quaisquer e t um nUmero
real. As propriedades 1 e 2 decorrem diretamente da defini¢éo de produto
vetorial, e aprovada propriedade 3 serafeita no paragrafo seguinte.

Expressao cartesiana do produto vetorial

Fixada uma base ortonormal positiva {i, j,k} e dados os vetores
U=(X1,Y1,21) € V=(X2,Y2,Z5), temos:

—

U7 V=(Xqi + Y1) +20K)" (Xol +yo] +25k) =
=(XX) 17 T+ (Xqyp) i7" J+(xqZp) i k+
+(y1Xx2)] T+ (yay2)l I+ (y1zo) | k+

+(zx2) K™ T+ (z9y2) K™ ] +(z122) K K.

Podemos entdo escrever:

—

U° V=(y1Zo - 21Y2) i + (Z3X2 - X12Z5) [+ (X1Y2 - Y1X2) k.

A expressao acima pode ser dada sob a forma de um determinante
“simbdlico”:
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Exemplo 5

Dados osvetores t=(1,2,3), v=(3,1,2) e w=(2,4,6), temos:

1) =(4-3)i-(2-9)]+(1- 6)k,

<l

<

I
w = -
PN —
N W X

Dai, U" v=(17,5).

i j ok
2) U Ww=[1 2 3=(12-12)i +(6- 6) j+(4- 4)k.
2 4 6

Dai, U W =(0,0,0)=0.

Exemplo 6

Consideremos, nafigura aseguir, os paralelogramos ABCD e ABC'C.

Se S e S sdo as areas dos paralelogramos ABCD e ABCC,
respectivamente. Temos.
® ® ® ®
S=|AB" AD| e SC¢=|AB AC|
Como

® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ®
|AB° AC|=|AB” (AB+BC)|=|AB" AB+AB” BC|=|6+AB AD|=|AB AD],

® ® ® ®
podemos concluir que: S=|AB" AD|=|AB" AC|=SC



Considerando T a &reado tridngulo ABC temos:

® ® ® ® ® ®
1 _|AB” AC| _|AB” BC|_|AC” BC|

2 2 2

Exemplo 7:

Considerando S a area o retangulo ao lado, onde

® D C
A(1,0,2),C(- 233) e AB°=(- 1,0,0)
temos:
® ® ® A
S=|AB" AC| e AC=(- 33]).
® ® ® ®
Como AB” BC, temos que AB=proje AC=(- 30,0).
AB°

Dai S=|(- 331)" (- 30,0)|=(0-3,9)|=+9+81=3/10.

2.3 Produto Misto
Definicao: Sggam U,V e W vetores quaisquer. O produto misto
vetores u,v e w, indicado por [u,v, w], € O numero
[U,V, W]=(" V)xw.
Exemplo 1:
Dados os vetores t1 =(1,0,2),v=(- 11,3) e w =(0,3,-2) , temos:
[U,v, W] =[(1,0,2)" (- 1L1,3)] ¥0,3-2) =(-2,-51) x0,3-2) =- 17

[v,0, W] =[(- 1,1,3)" (10,2)] X0,3- 2) = (2,5,- 1) X0,3- 2) =17.

32

dos
real
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Interpretacao geométrica do produto misto

Seja 0 paraelepipedo de arestas AB,
AD e AE. Sabemos que o volume V
desse paral el epipedo &

V =areadabase” atura.

Considerando a adtura h desse
paralelepipedo, em relacdo a base
ABCD e aplicando NOSS0S

conhecimentos do cdaculo vetorial
® ®
podemos escrever: V =|AB” AD|h.

Por outro lado, essa altura pode ser calculada como o médulo da projecéo
® ® ®
do vetor AE na direcdo do vetor AB” AD, pois a direcdo deste vetor €

ortogonal ao plano ABC. Assim podemos escrever:

® ® ® ® ® ®
h=|proj @ ® AE|=|AEXAB” AD)°|=||AE]|cosq|=|AE||cosq],
(AB” AD)
® ® ®

onde g é o angulo entre os vetores AE e AB” AD.
® ® ® ® ® ® ® ® ®
Dai, V =|AB” AD||AE||cosq|=|(AB" AD)*AE|= |[AB,AD,AE]|, ou

Seja,

® ® ®
V =|[AB,AD, AE]|

Consideremos agora o tetraedro de
arestas AB, AD e AE. S§a Vr 0
volume desse tetraedro, assim,

Vi = % areadabase” altura.

Considerando a base ABD desse
tetraedro, observemos que a altura
relativa a essa base coincide com a
altura do paral el epipedo anterior.
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Dai podemos escrever:

11 © 1 ® ® ®
V-|-——|—(AB AD)||AE||Cosq|——|(AB AD)XAE|——|[AB AD, AE]|

Exemplo 2:

Consideremos o paraelepipedo de arestas OA, OB e OC, onde

® ® ®
OA=(10,2), OB=(113 e O0OC=(210). O volume V deste
paral el epipedo pode ser calculado como:

® ® ®
V =|[OA, OB, OC]|—|(OA OB)XOC|—|( 2,-1-1)%x(210)|=5u.v.

E aaturado mesmo em relacéo a base OABD sera:

: © 2 /6 6 J60 &F
h=[proj e e OC|=[(210) >‘§ - — - ——I|=
OA OB 3 65 6
A
Observaciao: Consideremos uma base v, ¥,

{V1,V2,V3} do espaco. Pela definicdo do
produto vetorial a base {Vq,V,,V; " V5}
é positiva. Assm, se V3 estiver no
mesmo semi-espago que Vq Vo, em
rlacio a um planho que contiver
representantes de Vv;ev,, a base
{V1,V2,V3} serdtambém positiva, jaque
0 observador ndo muda de posicdo. Caso
contr&rio a base {Vvq,Vy,V3} sera

/- ﬂ?

Podemos verificar se V5 esta, ou ndo, N0 Mesmo semi-espago que vV, Vo,
em relagdo a um plano que contiver representantes de v, ev,, através do
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angulo entre estes vetores. Ou sgja, se este angulo for agudo, entdo v esta
NO MesMo Semi-espago que vV, ~ Vo, caso contrario, ndo.
Por outro lado, para determinarmos se o angulo entre dois vetores € agudo

ou obtuso, basta calcularmos o produto escalar entre eles. Assim,
(v, V,)xv3 >0, temos que o angulo entre estes vetores é agudo, 10go a

base {V1,V2,V3} serapositiva, caso contrario, a base sera negativa
Podemos ent&o concluir que uma base {Vq,V,,V3} € positiva se o produto
misto [Vq,V5,V3] >0 eseranegativase [Vq,V,,V3] <O.

Propriedades do produto misto

1.[0,v,w]=0 U 0,V e W sdo coplanares.

Nas propriedades acima, U,V e W s80 vetores quaisquer, e t € um numero
real. Faremos a seguir suas provas.

1.“P” Se[u,v,w] =0, entdo o volume do paralelepipedo cujas arestas sdo
representantes de U,V e w, é zero. Assim, esse paralelepipedo é
degenerado, e portanto, U,V e W s&o coplanares.

“U” Eimediata.

2. Temos que |[4,v,w]|=|[v,w,T]]|=|[w,U’,V,]|, como volume de um
mesmo paralelepipedo. Se U,V e w sdo L D, entdo

1
—
<l
i

[T, v, w]|=|[v,w, ] |=|[w,T,V,]|=0
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Se i,vew sdo L I, entdo as bases {u,v,w},{v,w,d} e{w,u,v}
pertencem a mesma classe. Logo,

[U,v,W]=[V,w,U] =[wW,T,V,]

Nas provas das propriedades seguintes, usaremos as propriedades dos
produtos escalar e vetorial javistas.

3.[0,9,W] = (U V)W =-(v" U)xW%=-[(V" 0)>W]=-[V,0wW]

N

Usaremos agora as propriedades acima para demonstrar a distributividade
do produto vetorial em relacdo a adicdo de vetores, ou sgja:

’

Mostraremosque: G~ (V+w)- (" Vv)- (4" w) =0.

— s

Considerando a=u" (v+w)- (0" v)- (0" W), temos:

Portanto a=0.

5. [l_jl"'l_jz,\_],\TV] ={(D1+Uz), V}M_NZ{Dl’ \7+U2' \7}X\_/\72
=(Gy" V)W + Ty V)W = [Ty, Y, W] + (U, V, W]

—

6.[tT,V, W] = (tT V)>xW = (T~ tV)xw =[T,tV,W].

Analogamente podemos obter as outras igualdades.
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Expressao cartesiana do produto misto

Fixada uma base ortornomal positiva {i, j,k} e dados os vetores
U=(X1,Y1,21), V=(X2,Y2,22) € W=(X3,Y3,23), temos:
[U,V,W]=(U" V) xwW
= (Y122 - 21Y2, Z1Xp - X1Z3, X1Y2 - Y1X2) X(X3,Y3,Z3)
=(Y1Z2 - Z1Y2) X3 +(Z1X2 - X1Z2) Y3 +(X1Y2 - Y1X2) Z3
Assim, podemos escrever:
[0, V, W] = (y1Z2 - Z1Y2) X3 +(21X2 - X1Z2) Y3 + (X1Y2 - Y1X2) Z3.

A expressao acima pode ser dada sob a forma do determinante;

X1 Y1 721
[0, V,W]=|X2 Yo Zo
X3 Y3 Z3

Exemplo 3:

Do tetraedro de arestas OA, OB, e OC, sabemos que:

® ® ®

OA =(x,3,4), OB =(0,4,2) e OC=(1,3,2).
Calcule o valor de x, para gue o volume desse
tetraedro sgjaigual a2 u. v.

Sabemos gque o volume V+ do tetraedro é dado
por:

1 ® ® ®
Vr =<[0A,08,0C]|
Assim,
X 3
vT:é|o 4 2|:%|2x-10|.
13 2

ComoV:=2u.v, temos: %|2x-10|:2.

Logo,x=11 ou x=-1.



